
Řešeńı 6. zadané úlohy - Jakub Kákona

1. Spoč́ıtáme matici řiditelnosti systému

C =
[
B,AB,A2B,A3B

]
=


0 0 0 0 1 0 4 1
1 1 0 1 −3 0 −10 −3
0 0 1 0 4 1 13 4
0 1 0 0 −1 0 −1

 (1)

Protože tato matice má hodnost pouze 4. Tak obsahuje zbytečné vektory. Vybereme proto
lineárně nezávislé:

C̃ =
[
B,AB,A2B,A3B

]
=


0 0 0 1
1 1 0 −3
0 0 1 4
0 1 0 −1

 (2)

Indexy řiditelnosti pak jsou

µ1 = 3 µ2 = 1 (3)

Dále vypočteme inverzńı matici k matici C̃

C̃−1 =
[
B,AB,A2B,A3B

]
=


0 0 0 1
1 1 0 −3
0 0 1 4
0 1 0 −1


−1

=


2 1 0 −1
−4 0 1 0
1 0 0 0
1 0 0 1

 (4)

Pro sestaveńı transformačńı matice P vybereme řádky q1, q2 na základě zjǐstěných index̊u
řiditelnosti.

P =


q1
q1A
q1A

2

q2

 σ1 = µ1 = 3, σ = µ1 + µ2 = 4 (5)

Z matice C̃−1 bude proto k sestaveńı transformačńı matice P použit 3. a 4. řádek

q1 =
[

1 0 0 0
]

q2 =
[

1 0 0 1
]

(6)

P =


q1
q1A
q1A

2

q2

 =


1 0 0 0
0 0 1 0
−1 1 4 −1
1 0 0 1

 (7)

P−1 =


1 0 0 0
0 −4 1 1
0 1 0 0
−1 0 0 1

 , (8)
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Nyńı přetransformujeme matice A a B pomoćı nalezené matice P.

Ac = PAP−1 =


0 1 0 0
0 0 1 0
1 −3 4 1
1 0 0 0

 , (9)

Bc = PB =


0 0
0 0
1 0
0 1

 , (10)

2. Vlastńı č́ıslo λ je neřiditelné v př́ıpadě, že bude platit:

h[λiI − A,B] < n (11)

n je řád systému. Pro určeńı podmı́nky řiditelnosti systému (A, B) vyjdeme z obecného
tvaru matic.

A =


λ1 0 · · · 0

0 λ2
...

...
. . . 0

0 · · · 0 λn

 B =


b11 b12 · · · b1n

b21 b22
...

...
. . .

...
bm1 · · · · · · bmn

 (12)

V d̊usledku toho, že matice A je diagonálńı a obsahuje tedy př́ımo vlastńı č́ısla. Tak
dosazeńım vlastńıho č́ısla do výše uvedeného vzorce bude hodnost matice A sńıžena
minimálně o jedna. (v závislosti na algebraické násobnosti vlastńıho č́ısla.) Pokud ale bu-
dou všechny řádky matice B lineárně nezávislé, tak hodnost testovaćı matice h[λiI−A,B]
nebude sńıžena pod n a systém bude řiditelný. V opačném př́ıpadě, pokud matice B neb-
ude mı́t vhodnou lineárńı nezávislost, tak systém bude neřiditelný.

3. Je potřeba zjistit vlastńı č́ısla matice A.

det(λI −A) = det


λ 0 0 0
0 λ 0 0
0 −1 λ 0
0 0 0 λ+ 1

 = λ det

 λ 0 0
−1 λ 0
0 0 λ+ 1

 = λ3(λ+ 1)(13)

Vlastńı č́ısla matice pak jsou:

λ1 = −1 λ2,3,4 = 0 (14)

Dále potřebujeme matici pozorovatelnosti systému

O =


C
AC
A2C
A3C

 =



0 0 1 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


(15)
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Stav je nepozorovatelný, pokud je součást́ı jádra matice O. tj. x ∈ ker(O)

Hledáme proto řešeńı soustavy:



0 0 1 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




a
b
c
d

 = 0 (16)

N(0) =


0
0
0
1

 (17)

Dále hledáme transformačńı matici Q = [Qo, v1] , která umožńı vytvořit standardńı formu
nepozorovatelných systémů. v1 je vektor z nepozorovatelného podprostoru systému a Qo

je matice složená z lineárně nezávislých vektor̊u matice O.

Q =


0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0
0 0 0 1

 (18)

Nyńı můžeme sestavit standardńı tvar.

Ã = Q−1AQ =


0 0 1 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1




0 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 −1




0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0
0 0 0 1

 =


0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −1

(19)

Dı́lč́ı bloky matice pak jsou:

Ã1 =

 0 0 1
0 0 0
0 0 0

 Ã2 = −1 (20)

Dále lze upravit i matici C.

C̃ = CQ =

[
0 0 1 0
1 0 0 0

] 
0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0
0 0 0 1

 =

[
1 0 0 0
0 1 0 0

]
(21)

Z těchto výsledk̊u již zjist́ıme, že
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(a) Vlastńı č́ısla matice A1, λ1,2,3 = 0 jsou pozorovatelná vlastńı č́ısla systému (A, C).

(b) Vlastńı č́ıslo A2 = λ4 = −1 je nepozorovatelným vlastńım č́ıslem. A mód nálež́ıćı
tomuto vlastńımu č́ıslu je nepozorovatelný.

4. Vypočteme matici pozorovatelnosti

O =

 C
AC
A2C

 =

 0 1 0
1 −2 1
−2 4 −2

 (22)

A řiditelnosti systému:

C̃ =
[
B,AB,A2B

]
=

 1 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
1 2 0 0 0 0

 (23)

Dále ještě potřebujeme jádro matice O.

 0 1 0
1 −2 1
−2 4 −2



a
b
c
d

 = 0 (24)

N(O) =

 1
0
−1

 (25)

Nyńı můžeme určit transformačńı matici Q.

Q = [v1, v2, Qn] =

 1 1 0
1 0 0
1 −1 1

 (26)

Jej́ı inverze je:

Q−1 =

 1 1 0
1 0 0
1 −1 1


−1

=

 0 1 0
1 −1 0
1 −2 1

 (27)

Nyńı lze určit Kalmanovu formu matic

Ã = Q−1AQ =

 0 1 0
1 −1 0
1 −2 1


 0 0 0

1 −2 1
0 0 0


 1 1 0

1 0 0
1 −1 1

 =

 0 0 1
0 0 −1
0 0 −2

 (28)

B̃ = Q−1B =

 0 1 0
1 −1 0
1 −2 1


 1 0

1 1
1 2

 =

 1 1
0 −1
0 0

 (29)
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C̃ = CQ =
[

0 1 0
]  1 1 0

1 0 0
1 −1 1

 =
[

1 0 0
]

(30)

D̃ = D =

[
0
1

]
(31)

5. Př́ıklad je podobný př́ıkladu č. 4. z předchoźıho úkolu.

(a) Spoč́ıtáme matici řiditelnosti:

C =
[
B,AB,A2B,A3B

]
(32)

U matice vyjde plná hodnost, a systém by proto měl být řiditelný.

(b) Když matici B uprav́ıme tak, aby efekt śıly f2 byl nulový a přepoč́ıtáme matici
řiditelnosti, tak vyjde opět plná hodnost. A systém by proto měl být řiditelný ze
vstupu f1

Protože jde o spojitý systém, tak se zde dosažitelnost a řiditelnost nerozlǐsuje.

Matice B může být upravena i tak, aby efekt śıly f1 byl nulový. ale opět vyjde plná
hodnost.

Podobně je to i s daľśımi typy určuj́ıćıch matic. (vždy vyjde plná hodnost a systém splňuje
podmı́nky na pozorovatelnost a řiditelnost)

Problémem tohoto př́ıkladu pravděpodobně je špatně podmı́něná neceloč́ıselná matice. A
použit́ı vhodného numerického řešeńı. K zjǐstěńı problematických stav̊u.
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